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Aufgabe 1: (1 + 1+ 1+ 1 = 4 Punkte )

(i) Seien K ein Koérper, V und W zwei K-Vektorrdume und f:V — W
eine lineare Abbildung. Geben Sie die Definitionen von V* und f*.

(ii) Seien K ein Korper, V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und f €
End(V) ein Endomorphismus von V. Geben Sie die Definition des Mi-
nimalpolynoms von f.

(iii) Seien K ein Korper, V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und f €
End(V') ein Endomorphismus von V.
Geben Sie die Definition eines Eigenvektors von f.
Sei A € K ein Eigenwert von f. In welcher Beziehung stehen die alge-
braische Vielfachheit von A und der Stabilitétsindex s(f — A -idy) des
Endomorphismus f — A -idy von V7

(iv) Sei V ein C-Vektorraum. Geben Sie die Definition eines Skalarproduk-
tes von V.

Aufgabe 2: ( 3 + 1 = 4 Punkte )
Betrachtet wird der Endomorphismus

f:C*—ct
($1,ZE2,ZE37$4) — ('Tl — T3, + X3, —T1 + .1'3,2374).

(i) Bestimmen Sie eine Basis A von C*, so daB M 4 4 eine Matrix in
Jordanscher Normalform ist. Geben Sie die Matrix My 4 4 an.

(ii) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von f.

Aufgabe 3: ( 2 Punkte )

2 1 -1
Bestimmen Sie fiir die Matrix A = 1 2 1 € M(3 x 3,R) eine
-1 1 2

Matrix T € O(3), so dal T~'AT eine Diagonalmatrix ist. (Hinweis: 0 und 3
sind die Eigenwerte von A).



Aufgabe 4: ( 2 Punkte )
Seien V' ein R-Vektorraum mit dim V' = 3 und A = (vy, v2, v3) eine Basis von

10 -1
V.Seib:V xV — R die Bilinearform von V mit M 4, = | 3 2 0
00 1

Begriinden Sie, da§ B := (vq, v1,v1 —v3) eine Basis von V' ist und bestimmen
Sie die Matrix M, 3.

Aufgabe 5: ( 4 Punkte )
Auf dem R-Vektorraum R? wird die symmetrische Bilinearform b : R3xR3 —
R mit
b((z1,22,23), (Y1, Y2, 43)) = —T1y1 — T2y — 223y3 +
T1Y3 + T2Y3 + XT3Y1 + T3Y2
betrachtet.
(i) Bestimmen Sie die Matrix M, 4, wobei A die Standardbasis von R? ist.

(ii) Bestimmen Sie Untervektorrdume Uy, U_, Uy von R3, so dal R® =
U, LU_ LUy (beziiglich b) und b|U, positiv definit, b|U_ negativ de-
finit und b|Uy = 0. (Der Untervektorraum U; (i € {+, —,0}) ist, sofern
U; # {0}, durch Angabe einer Basis von U; anzugeben).

(iii) Geben Sie eine Basis des Radikals von (R3,b) an.

(iv) Zu dem Untervektorraum U := ((1,1,0),(0,1,1)) von R haben wir
den Untervektorraum U+ von R? (wobei U~ beziiglich b gebildet wird).
Bestimmen Sie eine Basis von U+.

Aufgabe 6: ( 1 + 3 = 4 Punkte )

Seien (V, (, )) ein endlich erzeugter euklidischer Vektorraum und f : (V, (, ))
— (V,(, )) eine orthogonale lineare Abbildung. Sei U ein Untervektorraum
von V. Zeigen Sie ausgehend von der Definitionseigenschaft einer orthogona-
len linearen Abbildung, dafl die folgenden Aussagen gelten.

(1) f ist injektiv.
(ii) Ist U f-invariant, so ist auch U+ f-invariant.
Aufgabe 7: ( 2 4+ 2 = 4 Punkte )

(i) Geben Sie die Menge aller unitdren Matrizen A € M (3 x 3,C) an, die
—1 € C als einzigen Eigenwert haben.

(ii) Sei A € M (3 x 3,C) unitar und eine obere Dreiecksmatrix. Zeigen Sie,
dafl A eine Diagonalmatrix ist.



